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ΕΚΦΩΝΗΣΕΙΣ

Ζήτηµα 1ο

Α.1. Να γράψετε τον τύπο που δίνει το νιοστό όρο αν µιας αριθµητικής
προόδου (αν) που έχει πρώτο όρο α1 και διαφορά ω.

(Μονάδες 3)

Α.2. Να γράψετε τη σχέση µεταξύ των πραγµατικών αριθµών α, β, γ, έτσι
ώστε οι αριθµοί αυτοί, µε τη σειρά που σας δίνονται, να είναι διαδοχικοί
όροι αριθµητικής προόδου.

(Μονάδες 3)

Α.3. Να αποδείξετε ότι το άθροισµα Sν των πρώτων ν όρων µιας γεωµετρικής
προόδου (αν), που έχει πρώτο όρο α1 και λόγο λ ≠ 1, είναι:
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(Μονάδες 6,5)

Β.1. Στη στήλη Α δίνεται ο πρώτος όρος α1 και η διαφορά ω τριών
αριθµητικών προόδων και στη στήλη Β ο νιοστός όρος αν τεσσάρων
αριθµητικών προόδων. Να γράψετε στο τετράδιό σας το γράµµα της
στήλης Α και δίπλα σε κάθε γράµµα τον αριθµό της στήλης Β που
αντιστοιχεί στο σωστό νιοστό όρο.

Στήλη Α Στήλη Β

  α. α1 = 1,   ω = - 2   1. αν = - ν

  β. α1 = 0,   ω = 3   2. αν = 4ν - 3

  γ. α1 = - 1, ω = - 1   3. αν = 3 - 2ν

  4. αν = 3ν - 3

(Μονάδες 6)

Β.2. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν γράφοντας στο
τετράδιό σας την ένδειξη Σωστό ή Λάθος δίπλα στο γράµµα που
αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση.

α. Οι αριθµοί –5, 5, 15, µε τη σειρά που σας δίνονται, είναι διαδοχικοί όροι
αριθµητικής προόδου.

β. Ο εικοστός όρος της αριθµητικής προόδου 10, 7, 4 … είναι ίσος µε 20.

γ. Σε κάθε αριθµητική πρόοδο (αν) για τους όρους της α2, α4, α6 ισχύει η
σχέση 2α4, = α2 + α6.
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(Μονάδες 4,5)

Β.3. Να γράψετε στο τετράδιό σας το γράµµα που αντιστοιχεί στη σωστή
απάντηση.
Αν σε µια γεωµετρική πρόοδο ο πρώτος όρος είναι ίσος µε 1 και ο λόγος
ίσος µε 2, τότε το άθροισµα των πρώτων ν όρων της είναι ίσο µε:

2

1-2
  A.

ν

.

Β. 2ν – 1.

Γ. 2ν-1 .

∆. 1 – 2ν .

Ε. κανένα από τα προηγούµενα.
(Μονάδες 2)

Ζήτηµα 2ο

∆ίνεται το πολυώνυµο:

P(x) = αx3 + (β – 1)x2 – 3x – 2β + 6

Όπου α, β πραγµατικοί αριθµοί.

α) Αν ο αριθµός 1 είναι ρίζα του πολυωνύµου P(x) και το υπόλοιπο της
διαίρεσης του P(x) µε το x + 1 είναι ίσο µε 2, τότε να δείξετε ότι α = 2 και
β = 4.

(Μονάδες 15)

β) Για τις τιµές των α και β του ερωτήµατος (α), να λύσετε την εξίσωση
P(x) = 0

(Μονάδες 10)

Ζήτηµα 3ο

∆ίνεται η συνάρτηση:

f(x) = 2ηµxσυνx – 2ηµ2x – 4συν2x

όπου x πραγµατικός αριθµός.

α) Να µετατρέψετε τη συνάρτηση f στη µορφή f(x) = ρηµ(2x + φ) + κ, όπου
ρ, φ, κ πραγµατικοί αριθµοί και ρ > 0.

(Μονάδες 9)

β) Να βρείτε για ποιες τιµές του x η συνάρτηση f παίρνει τη µέγιστη τιµή και
ποια είναι αυτή.

(Μονάδες 6)
γ) Να λύσετε την εξίσωση
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στο διάστηµα [0, π].
(Μονάδες 10)



Τεχνική Επεξεργασία: Keystone 3

Ζήτηµα 4ο

Ένας αριθµός βακτηριδίων τριπλασιάζεται σε αριθµό κάθε µία ώρα.

Α. Αν αρχικά υπάρχουν 10 βακτηρίδια, να βρείτε το πλήθος των βακτηριδίων
ύστερα από 6 ώρες.

(Μονάδες 9)

Β. Στο τέλος της έκτης ώρας ο πληθυσµός των βακτηριδίων ψεκάζεται µε µια
ουσία η οποία σταµατά τον πολλαπλασιασµό τους και συγχρόνως προκαλεί
την καταστροφή 33 • 10 βακτηριδίων ανά ώρα.

1. Να βρείτε το πλήθος των βακτηριδίων που αποµένουν 20 ώρες µετά τον
ψεκασµό.

(Μονάδες 8)

2. Μετά από πόσες ώρες από τη στιγµή του ψεκασµού θα καταστραφούν όλα
τα βακτηρίδια;

(Μονάδες 8)
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ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ

Ζήτηµα 1ο

Α.1. Ο τύπος που δίνει τον νιοστό όρο µιας αριθµητικής προόδου µε πρώτο
όρο α1 και διαφορά ω είναι:

αν = α1 + (ν – 1)ω.

Α.2. Η σχέση που συνδέει τρεις διαδοχικούς όρους µιας αριθµητικής προόδου
είναι:

2β = α + γ ⇔ β = (α+γ)/2

Α.3. Έστω α1, α2, α3, … , αν οι ν πρώτοι διαδοχικοί όροι µιας γεωµετρικής
προόδου. Τότε το άθροισµα τους Sν θα είναι:

Sν = α1+ α2 + α3 + … + αν ⇔

⇔ Sν = α1+ α1λ + α1λ
2 + … + α1 λ

ν-1 (1)

Πολλαπλασιάζουµε τα µέλη της (1) επί λ και έχουµε:

λ • Sν = α1λ + α1λ
2 + … + α1λ

ν (2)

Αφαιρούµε από τη σχέση (2) τη σχέση (1) και έχουµε:

λSν – Sν = α1 λ
ν – α1 ⇔

⇔ (λ – 1)Sν = α1(λ
ν – 1) ⇔

⇔ Sν = α1(λ
ν – 1)/(λ – 1), αφού λ ≠ 1.

Β.1. Ο νιοστός όρος µιας αριθµητικής προόδου δίνεται από τον τύπο:

αν = α1 + (ν – 1)ω.

Αντικαθιστούµε σ’ αυτόν τις τιµές των α1 και ω της στήλης Α και
βρίσκουµε:

α. Αν α1 = 1 και ω = -2 τότε:

αν = 1 + (ν – 1) • (-2) ⇔ αν = -2ν + 3.

β. Αν α1 = 0 και ω = 3 τότε:

αν = 0 + (ν – 1) • 3 ⇔ αν = 3ν - 3.
γ. Αν α1 = -1 και ω = -1 τότε:

αν = -1 + (ν – 1) • (-1) ⇔ αν = -ν.
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Εποµένως:

α ↔ 3, β ↔ 4, γ ↔ 1

Β.2.

α. Έχουµε α = -5, β = 5, γ = 15.

Για να είναι οι αριθµοί α, β και γ διαδοχικοί όροι αριθµητικής προόδου,
πρέπει:

2β = γ + α ⇔ 2 • 5 = 15 + (-5),

που ισχύει. Άρα η πρόταση είναι σωστή.

β. Η αριθµητική πρόοδος έχει α1 = 10, ω = -3, οπότε:

α20 = α1 + (20 – 1)ω = 10 + 19 • (-3) ⇔ α20 = -47,

άρα η πρόταση είναι λάθος.

γ. Αφού έχουµε αριθµητική πρόοδο, θα ισχύει:

α4 = α1 + 3ω, α2 = α1 + ω, α6 = α1 + 5ω.

Τότε: 2α4 = α2 + α6 ⇔ 2(α1 + 3ω) = α1 + ω + α1 + 5ω,

που ισχύει, άρα η πρόταση είναι σωστή.

Εποµένως:

α ↔ Σ, β ↔ Λ, γ ↔ Σ

Β.3. Έχουµε γεωµετρική πρόοδο µε α1 = 1 και λ = 2, οπότε:
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Άρα η σωστή απάντηση είναι η Β.

Ζήτηµα 2ο

α) Επειδή ο αριθµός x = 1 είναι ρίζα του πολυωνύµου P(x) θα έχουµε
Ρ(1) = 0, κι αφού η διαίρεση του P(x) µε το x + 1 αφήνει υπόλοιπο 2,
έχουµε: Ρ(-1) = 2. Οπότε:
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Για τις τιµές α = 2 και β = 4 το πολυώνυµο P(x) γράφεται:

P(x) = 2x3 + 3x2 – 3x – 2.

β) P(x) = 0 ⇔ 2x3 + 3x2 – 3x –2 = 0 ⇔ 2(x3 –1) + 3x(x – 1) = 0 ⇔

⇔ 2(x – 1)(x2 + x + 1) + 3x(x – 1) = 0 ⇔

⇔ (x – 1)(2x2 + 2x + 2 + 3x) = 0 ⇔ (x – 1)(2x2 + 5x + 2) = 0 ⇔
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Άρα: x = 1 ή x = -2 ή x = -(1/2).

Ζήτηµα 3ο

α) Γνωρίζουµε ότι:

2

συν2x1
xσυν,

2

συν2x-1
xηµ  ηµxσυνx, 2ηµ2x

22 +
===

οπότε:

f(x) = 2ηµxσυνx – 2ηµ2x – 4συν2x ⇔

⇔
+

−−=⇔

2
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4

2
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2ηµ2x  f(x)

⇔ f(x) = ηµ2x – 1 + συν2x – 2 - 2συν2x ⇔

⇔ f(x) = ηµ2x – συν2x – 3.

Έστω g(x) = ηµ2x – συν2x, x ∈ R. Τότε:
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Από τις (2) και (3) προκύπτει ότι:
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4
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Εποµένως:









=

4

π
-2xηµ2  g(x)

και

3
4

π
-2xηµ2  f(x) −








=

β) Η f  παίρνει τη µέγιστη τιµή όταν το
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Όµως, x ∈ [0, π] δηλαδή 0 ≤ x ≤π. Εποµένως:

• Aν
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8

π5
x =

Ζήτηµα 4ο

Α. Επειδή ο πληθυσµός των βακτηριδίων τριπλασιάζεται κάθε ώρα, σηµείνει
ότι αποτελεί γεωµετρική πρόοδο µε λόγο λ = 3.
Επειδή αρχικά έχουµε 10 βακτηρίδια, στο τέλος της πρώτης ώρας θα
υπάρχουν 30 βακτηρίδια, άρα
α1 = 30. Εποµένως:

αν = α1 • λ
ν-1 ⇔ αν = 30 • 3ν-1

και:

α6 = 30 • 36-1 = 30 • 35 = 30 • 243 ⇔ α6 = 7.290 βακτηρίδια.

Β.1. Επειδή µε τον ψεκασµό καταστρέφονται 33 • 10 βακτηρίδια, σε 20 ώρες
θα έχουν καταστραφεί:

33 • 10 • 20 = 27 • 200 = 5.400 βακτηρίδια.

Άρα αποµένουν:

7.290 – 5.400 = 1.890 βακτηρίδια.

Β.2. Έστω ότι τα βακτηρίδια καταστρέφονται µετά από t ώρες. Τότε θα πρέπει:

t • 33 • 10 = 7.290 ⇔ 270t = 7.290 ⇔ t = 7.290/270 ⇔ t = 27 ώρες

Εποµένως όλα τα βακτηρίδια θα έχουν καταστραφεί µετά από 27 ώρες.


