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ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ Γ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ
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ΕΚΦΩΝΗΣΕΙΣ

ΘΕΜΑ1ο

Α. Έστω µια συνάρτηση f ορισµένη σ' ένα διάστηµα ∆ και x0 ένα εσωτερικό
σηµείο του ∆. Αν η f παρουσιάζει τοπικό ακρότατο στο x0 και είναι
παραγωγίσιµη στο σηµείο αυτό, να αποδείξετε ότι f΄(x0) = 0.

Μονάδες 10

Β. Πότε µια συνάρτηση f λέµε ότι είναι παραγωγίσιµη σε ένα σηµείο x0 του
πεδίου ορισµού της;

Μονάδες 5

Γ. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν γράφοντας στο τετράδιό
σας τη λέξη Σωστό ή Λάθος δίπλα στο γράµµα που αντιστοιχεί σε κάθε
πρόταση.

α. Η διανυσµατική ακτίνα του αθροίσµατος δύο µιγαδικών αριθµών είναι το
άθροισµα των διανυσµατικών ακτίνων τους.

Μονάδες 2

β. l=

→

f(x)lim
0

xx

, αν και µόνο αν l==
+−

→→

f(x)limf(x)lim
00

xxxx

Μονάδες 2

γ. Αν οι συναρτήσεις f, g είναι παραγωγίσιµες στο x0, τότε η συνάρτηση f⋅g
είναι παραγωγίσιµη στο x0 και ισχύει:

(f⋅g)΄(x0) = f'(x0) g΄(x0).
Μονάδες 2

δ. Έστω µια συνάρτηση f, η οποία είναι συνεχής σε ένα διάστηµα ∆. Αν
f΄(x)>0 σε κάθε εσωτερικό σηµείο x του ∆, τότε η f είναι γνησίως
φθίνουσα σε όλο το ∆.

Μονάδες 2

ε. Έστω f µια συνεχής συνάρτηση σ' ένα διάστηµα [α, β]. Αν G είναι µια
παράγουσα της f στο [α, β], τότε

∫ −=

β

α
G(α)G(β)f(t)dt

Μονάδες 2
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ΘΕΜΑ2ο

∆ίνεται η συνάρτηση f µε τύπο f(x)=x2 lnx.

α. Να βρείτε το πεδίο ορισµού της συνάρτησης f, να µελετήσετε την
µονοτονία της και να βρείτε τα ακρότατα.

Μονάδες 10
β. Να µελετήσετε την f ως προς την κυρτότητα και να βρείτε τα σηµεία

καµπής.
Μονάδες 8

γ. Να βρείτε το σύνολο τιµών της f.
Μονάδες 7

ΘΕΜΑ 3ο

∆ίνεται η συνάρτηση g(x)=exf(x), όπου f συνάρτηση παραγωγίσιµη στο R και

( ) 0

2

3
0 ff == 








.

α. Να αποδείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστο 







∈

2

3
,0ξ  τέτοιο ώστε

f΄(ξ)=-f(ξ).
Μονάδες 8

β. Εάν f(x)=2x2-3x, να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα

∫ ∈=

0

α

Rαg(x)dx,I(α) .

Μονάδες 8

γ. Να βρείτε το όριο Ι(α)lim
α −∞→

.

Μονάδες 9

ΘΕΜΑ 4ο

Έστω η συνεχής συνάρτηση f: R → R τέτοια ώστε f(1)=1. Αν για κάθε x ∈ R,
ισχύει

01)(x
z

1
z3dt(t)fzg(x)

3

1

x

≥−+−= ∫ ,

όπου z=α+βi ∈ C, µε α, β ∈ R*, τότε:

α. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση g είναι παραγωγίσιµη στο R και να βρείτε
τη g΄.

Μονάδες 5

β. Να αποδείξετε ότι 
z

1
zz += .

Μονάδες 8

γ. Με δεδοµένη τη σχέση του ερωτήµατος β να αποδείξετε ότι

2

1
)Re(z2

−= .

Μονάδες 6
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δ. Αν επιπλέον f(2)=α>0, f(3)=β και α>β, να αποδείξετε ότι υπάρχει x0 ∈
(2, 3) τέτοιο ώστε f(x0)=0.

Μονάδες 6
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ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ

ΘΕΜΑ1ο

Α. Θεώρηµα (Fermat) σελ. 260 σχολ. βιβλίου.

Β. Ορισµός σελ. 213 σχολ. βιβλίου.

Γ.

α β γ δ ε

Σ * Λ Λ Σ

(*) Η απάντηση στο ερώτηµα 1 Γ β µπορεί να χαρακτηρισθεί Σωστό µόνο εφ’
όσον η συνάρτηση f είναι ορισµένη σε σύνολο της µορφής

),(),(
00
βxxa ∪ . Όπως είναι διατυπωµένη, σωστό είναι µόνο το

αντίστροφο. ∆ηλαδή αν lxflxfxf
xxxxxx

=⇒==
→→→

+−

)(lim)(lim)(lim
000

, αφού

για την περίπτωση του ευθέως µπορεί να θεωρηθούν ως σύνολα ορισµού

της f και τα µεµονωµένα σύνολα ),(
0
xa  ή ),(

0
βx . Εποµένως από

αυστηρή µαθηµατική άποψη, η απάντηση είναι Λάθος.

ΘΕΜΑ1ο

α. Πρέπει x>0. Άρα ( )+∞= ,0fA .

H f είναι παραγωγίσιµη στο διάστηµα ( )+∞,0  ως γινόµενο παραγωγίσιµων

συναρτήσεων σ’ αυτό µε

( ) =+⋅=⋅= ' lnln' )(' )ln()(' 222 xxxxxxxf

)1ln2(ln2
1

ln2 2
+⋅=+⋅=⋅+⋅= xxxxx

x

xxx

Έχουµε:

⇔= 0(x)' f  0)1ln2( =+⋅ xx . Οπότε:

x=0 απορρίπτεται αφού ( )+∞= ,0fA

ή 2

1

2

1
ln01ln2

−

=⇔−=⇔=+ exxx .

Εποµένως η συνάρτηση f είναι:
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• Γνησίως φθίνουσα στο ],0( 2

1
−

e , αφού είναι συνεχής στο ],0( 2

1
−

e  και ισχύει

ότι f ’(x) <0 στο ),0( 2

1
−

e .

• Γνησίως αύξουσα στο ),[ 2

1

+∞

−

e  , αφού είναι συνεχής στο ),[ 2

1

+∞

−

e  και

ισχύει ότι f ‘ (x) >0 στο ),( 2

1

+∞

−

e .

Άρα παρουσιάζει ολικό ελάχιστο για 2

1
−

= ex  το

e
eeeef

2

1

2

1
ln)()(

12

1

22

1

2

1

−=⋅−=⋅=
−

−−−

β. Η f είναι και 2η φορά παραγωγίσιµη στο ),0( +∞  ως γινόµενο δις

παραγωγίσιµων συναρτήσεων σε αυτό µέ

=+⋅= ' )ln2()('' xxxxf 3ln212ln2 +=++ xx .

Έχουµε:

⇔= 0(x)'' f 2

3

2

3
ln03ln2

−

=⇔−=⇔=+ exxx

3

32

3

22

3

2

3

2

3

2

3
)ln()()(

e
eeeef −=−=⋅=
−

−−−

.

Εποµένως η συνάρτηση f είναι:

• κοίλη στο ],0( 2

3
−

e

• κυρτή στο ),[ 2

3

+∞

−

e .

Άρα παρουσιάζει σηµείο καµπής το Μ )
2

3
,(

3

2

3

e

e −

−

.

γ. Είναι:

• 

)' (

2

2

1

ln
limlnlim)(lim

HospitalLDe

oxoxox

x

x
xxxf ===

+++
→→→

= 0
2

lim
2

lim
2

1

lim

2

2

4

4

=−=







−=

−
+++

→→→

x

x

x

x

x

x

oxoxox

.



Τεχνική Επεξεργασία: Keystone 6

• ( ) +∞=⋅=
+∞→+∞→

xxxf
xx

lnlim)(lim 2
.

Επειδή η f είναι γνησίως φθίνουσα και συνεχής στο διάστηµα ],0( 2

1
−

e , είναι

)0,
2

1
[],0( 2

1

e
ef −=









 −

.

Επειδή η f είναι γνησίως αύξουσα και συνεχής στο διάστηµα ),[ 2

1

+∞

−

e  είναι

),
2

1
[),[ 2

1

+∞−=









+∞

−

e
ef .

Άρα το σύνολο τιµών της f είναι ( ) ),
2

1
[),

2

1
[)0,

2

1
[),0( +∞−=+∞−∪−=+∞

eee
f .

Έτσι, το τοπικό ακρότατο απο το ερώτηµα α, µπορεί να χαρακτηριστει και ως
ολικό ελάχιστο.

ΘΕΜΑ 3ο

α. Αφού f παραγωγίσιµη στο R, τότε και η g είναι παραγωγίσιµη στο R ως
γινόµενο παραγωγίσιµων συναρτήσεων σε αυτό. Άρα η g είναι και συνεχής
στο R.

Έτσι η g είναι συνεχής στο R
2

3
,0 ⊆





 και παραγωγίσιµη στο R

2

3
,0 ⊆








 µε

(x)' fef(x)e(x)g' xx

+= .

Επίσης είναι 
0

2

3
fe

2

3
g

0f(0)eg(0)

2

3

0

=







=









==

 άρα 







=

2

3
gg(0) .

Οπότε από θεώρηµα Rolle υπάρχει ένα τουλάχιστον 







∈

2

3
0,ξ  ώστε

( ) ��������������������������	���� ���
=+⇔=+⇔= .

Όµως eξ ≠ 0  άρα προκύπτει ότι υπάρχει τουλάχιστον ένα 







∈

2

3
0,ξ  ώστε

f΄(ξ) = -f(ξ).

β. Αφού f(x) = 2x2 - 3x είναι

Ι(α)= ( ) ( ) ( ) =−=−= ∫∫∫
0

α

2x
0

α

2x
0

α

dx3x2x ́edx3x2xeg(x)dx

( )[ ] ∫ =−−−=

0

α

2x
0

α

2x dx ' 3x)(2xe3x2xe

( )[ ] ( )[ ] ( )∫∫ =−−−=−−−=

0

α

x
0

α

2x
0

α

x
0

α

2x 3)dx(4x ́e3x2xe3)dx(4xe3x2xe

( )[ ] ( )[ ] ∫ =−+−−−=

0

α

x
0

α

x
0

α

2x dx ' 3)(4xe34xe3x2xe
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( )[ ] ( )[ ] ∫ =⋅+−−−=

0

α

x
0

α

x
0

α

2x
4dxe34xe3x2xe

( )[ ] ( )[ ] [ ] =+−−−=

00

α

x
0

α

2x
434xe3x2xe

α

x

e

( ) =−+−+−−−−=
α0α02α 4e4e3)(4αe3)(e3α2αe

( ) =−+−++−−=
αα2α 4e43)(4αe33α2αe ( )=−++ 43α2α-3-4αe7

2α

( )77α2α-e7 2α
−++=  .

Άρα ( ) Rα,77α2α-e7Ι(α) 2α
∈−++= .

γ. Είναι για α < 0 , 





−+−⋅+=

2

2α

a

7

a

7
2ae7Ι(α) .

Έχουµε ( ) 0
e

2α
lim

e

2α
lim

e

1

α
limαelim

α
α

α
α

α

2

α

2α

α

==

−

==⋅
−

−∞→

∞−

+∞

−
−∞→

∞+

+∞

−∞→−∞→

και 2
α

7

α

7
2lim

2
α

−=





−+−

−∞→

Άρα 7)2(07Ι(α)lim
α

=−+=

−∞→

.

ΘΕΜΑ4ο

α. Η συνάρτηση g(x) γράφεται:

)1(
1

3)()(

3

1

−⋅+⋅−⋅= ∫ x
z

zdttfzxg

x

.

Επειδή η f είναι συνεχής στο R, η συνάρτηση φ(x)= ∫
x

dttf
1

)(  είναι

παραγωγίσιµη σ’ αυτό.

Ακόµα, η συνάρτηση 
3)( xxh =  είναι παραγωγίσιµη στο R ως πολυωνυµική.

Έτσι η συνάρτηση ( )( )xhdttfxF
x

φ== ∫
3

1

)()(  είναι παραγωγίσιµη στο R ως

σύνθεση των παραγωγίσιµων συναρτήσεων h και φ στο R, µε

)(33)()(' 3223 xfxxxfxF ⋅=⋅= .

Ακόµα η συνάρτηση  )1(
1

3)( −⋅+⋅= x
z

zxl  είναι παραγωγίσιµη στο R µε

z
zxl

1
3)(' +⋅= .

Εποµένως η συνάρτηση g είναι παραγωγίσιµη στο R ως διαφορά
παραγωγίσιµων συναρτήσεων µε

z
zxfzxxg

1
3)(3)(' 32

+⋅−⋅⋅= .
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β. Αφού 0)( ≥xg  για κάθε Rx∈  και g(1)=0, η δοσµένη ανισότητα γράφεται:

)1()( gxg ≥  για κάθε Rx∈ .

Έτσι όµως η g στο x0=1 παρουσιάζει ελάχιστο και επειδή είναι παραγωγίσιµη
σε αυτό συνεπάγεται απο θ. Fermat ότι g’(1)=0.

Όµως g’(1)=
z

zfz
1

3)1(3 +⋅−⋅⋅  και επειδή f(1)=1 βρίσκουµε ότι

g’(1)=
z

zz

1
33 +⋅−⋅ .

Αφού g’(1)=0, έπεται 
z

zz

1
+= .

γ. Επειδή είναι 
z

zz

1
+= , προκύπτει ότι ⇔+=

2

2 1

z

zz )
1

()
1

(
z

z

z

zzz +⋅+=⋅

zzz

z

z

z

zzzz

⋅

+++⋅=⋅⇔
1

⇔−=+⇔++=⇔ 110
2222
zzzz

2

1
)Re(1)Re(21

22

_

22
−=⇔−=⇔−=+⇔ zzzz .

δ. Είναι

iiaz ⋅+−=⋅+= αββαβ 2)( 2222
 οπότε 

222 )Re( β−= az  και λόγω του

ερωτήµατος γ έχουµε:

.
2

1
)()(  

2

122
−=+⋅−−=− βαβαβ ήa

Επειδή α>β προκύπτει ότι

0<+ βα , οπότε 0<−< αβ .

Έτσι για την συνάρτηση f η οποία είναι συνεχής στο R άρα και στο [2,3] είναι:

f(2)=α>0 και f(3)=β<0, οπότε f(2)·f(3) <0.

Συνεπώς, εφαρµόζοντας το θεώρηµα Bolzano για την f στο διάστηµα [2,3],

συµπεραίνουµε ότι υπάρχει ),(
0

βax ∈  τέτοιο ώστε 0)(
0
=xf .


