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Τα  σύνολα  των  αριθµών  είναι  τα  εξής : 
 

1)  Οι  φυσικοί  αριθµοί :           Ν = {0 , 1 , 2 , 3 , . . . } 
 

2)  Οι  ακέραιοι  αριθµοί :          Ζ = {. . . , −3 , −2 , −1 , 0 , 1 , 2 , 3 , . . . } 
 

3)  Οι  ρητοί  αριθµοί :               Q = 






 ≠∈∈ 0ν  Zν , Zκ , 

ν

κ
 = ρ /  ρ  

 

4)  Οι  άρρητοι  αριθµοί :           Q΄ = {οι  αριθµοί  που  δεν  είναι  ρητοί }    
 

π.χ. 2  , 3  , π=3,14... 
 
 

5)  Οι  πραγµατικοί  αριθµοί :   ℜ  = Q∪ Q΄  
 

 
• Τα  διαστήµατα  στο  σύνολο  των  πραγµατικών  αριθµών ,  ορίζονται  ως  εξής : 

 

i)    Κλειστό  διάστηµα  [α,β]  είναι  το  σύνολο  των  αριθµών  x  µε  α ≤ x ≤ β 
 

ii)   Ανοικτό  διάστηµα  (α,β)  είναι  το  σύνολο  των  αριθµών  x  µε  α < x < β 
 

iii)  Το  ανοικτό  δεξιά  διάστηµα  [α,β)  είναι  το σύνολο  των  αριθµών  x  µε  α ≤ x < β 
 

iv)  Το  ανοικτό  αριστερά  διάστηµα  (α,β] είναι το σύνολο  των  αριθµών  x  µε  α < x ≤ β 
 

v)   ∆ιάστηµα  (α,+∞)  ή  [α,+∞)  είναι  το  σύνολο  των  αριθµών  x  µε  x > α  ή  x ≥ α  
αντίστοιχα . 

 

vi)  ∆ιάστηµα  (−∞,α)  ή  (−∞,α]  είναι  το  σύνολο  των  αριθµών  x  µε  x < α  ή  x ≤ α  
αντίστοιχα . 

 

 
Αναλογία  λέγεται  κάθε  ισότητα  κλασµάτων  και  έχουµε  τις  παρακάτω  ιδιότητες : 
 

1)  
α

β

γ

δ
 α  δ  β  γ= ⇔ ⋅ = ⋅                          4)  

δγ

δγ

βα

βα

δ

γ

β

α

+
−=

+
−⇔=  

 

2)  
α

β

γ

δ
 
α

γ

β

δ
  και  

δ

β

γ

α
= ⇔ = =                5)  

δβ

γα

δ

γ

β

α
 

δ

γ

β

α

+
+==⇒=  

 

3)  
α

β

γ

δ
 
α β

β

γ δ

δ
= ⇔

±
=

±
 

1)  ΣΥΝΟΛΑ  ΑΡΙΘΜΩΝ 

2)  ΑΝΑΛΟΓΙΕΣ 
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Ισχύουν  οι  παρακάτω  ιδιότητες  των  δυνάµεων : 
 

• Αν  α  πραγµατικός  αριθµός  και  ν  φυσικός ,  τότε  ορίζουµε :   

4434421
παράγοντες  ν

ν α  . . .  α  α  αα ⋅⋅⋅⋅=   (ν≥2)     ,     α  α1=      ,     α  10 =   (α≠0)     ,     α  
1

α
ν

ν
− =   (α≠0) 

 

• i)   Αν  ν  περιττός ,  τότε :  α  β   α  βν ν= ⇔ =  
ii)  Αν  ν  άρτιος ,  τότε :  α  β   α  β  ή  α βν ν= ⇔ = = −  

 

• Ισχύουν  οι  παρακάτω  ιδιότητες :  
 

1)  α   α   ακ λ κ λ⋅ = +                3)  α   β   (α  β)κ κ κ⋅ = ⋅                5)  ( )α  ακ λ κ  λ= ⋅  
 

2)  
α

α
 α

κ

λ
κ λ= −                       4)  

α

β
 
α

β

κ

κ

κ

=






                              

 

 
Ταυτότητα  λέγεται  κάθε  ισότητα  που  περιέχει  µεταβλητές  και  επαληθεύεται  για  όλες  
τις  τιµές  των  µεταβλητών  αυτών . 
 

Είναι  γνωστές  οι  παρακάτω  ταυτότητες : 
 

  1)    (α+ = + +β)   α αβ β2 2 22  
 

  2)    (α− = − +β)   α αβ β2 2 22  
 

  3)    α β   β) β)2 2− = + −(α (α  
 

  4)    (α+ + = + + + + +β γ)   α β γ αβ αγ βγ2 2 2 2 2 2 2  
 

  5)    (α+ = + + +β)   α α β αβ β3 3 2 2 33 3  
 

  6)    (α− = − + −β)   α α β αβ β3 3 2 2 33 3  
 

  7)    α β   β) αβ β )3 3 2 2+ = + − +(α (α  
 

  8)    α β   β) αβ β )3 3 2 2− = − + +(α (α  
 

  9)    ( ( (αx x+ + = + + +α) β)  x β)x αβ2  
 

10)    α β   β) α β α β  . . . α β αβ β )ν ν ν ν ν 2 2 ν ν ν− = − + + + + + +− − − − − −(α (α 1 2 3 3 2 1  
 

 
Για  δύο  πραγµατικούς  αριθµούς  α,β  ορίζουµε : 
 

α>β ⇔⇔⇔⇔ α−−−−β>0          και           α<β ⇔⇔⇔⇔ α−−−−β<0 
 

Για  τις  ανισότητες  έχουµε  τις  παρακάτω  ιδιότητες : 
 

1)  Αν  α>0  και  β>0  ,  τότε  α+β>0   
 

2)  Αν  α<0  και  β<0  ,  τότε  α+β<0   
 

3)  ∆ΥΝΑΜΕΙΣ 

4)  ΤΑΥΤΟΤΗΤΕΣ 

5)  ∆ΙΑΤΑΞΗ  ΣΤΟ  ℜℜℜℜ  
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3)  Αν  α,β  οµόσηµοι  ,  τότε  α ⋅ β>0  και  
α

β
>0 

 

4)  Αν  α,β  ετερόσηµοι  ,  τότε  α ⋅ β<0  και  
α

β
<0 

 

5)  Για  κάθε  αριθµό  α  ισχύει :  α 2 ≥0    (α 2 =0  µόνο  όταν  α=0) 
 

6)  Μεταβατική  ιδιότητα  :  αν  α>β  και  β>γ  ,  τότε  α>γ      
 

7)  Πρόσθεση − Αφαίρεση  στα  µέλη  µιας  ανισότητας  :  α>β ⇔ α±γ>β±γ   
 

8)  Πολλαπλασιασµός − ∆ιαίρεση  στα  µέλη  µιας  ανισότητας  :  
 

i)   Αν  γ>0  ,  τότε :  α>β ⇔ α ⋅ γ > β ⋅ γ     ,     α>β ⇔ 
α

γ
 > 
β

γ
 

 

ii)  Αν  γ<0  ,  τότε :  α>β ⇔ α ⋅ γ < β ⋅ γ     ,     α>β ⇔ 
α

γ
 < 
β

γ
 

 

9)  Αν  α>β  και  γ>δ  ,  τότε  α+γ > β+δ  
 

10)  Αν  α,β,γ,δ>0  και  α>β , γ>δ  ,  τότε  α ⋅ γ > β ⋅ δ 
 

 Προσοχή :   ∆εν  µπορούµε  να  διαιρούµε  ανισότητες  κατά  µέλη ! ! ! 
 

11)  Αν  α,β>0  και  ν  φυσικός≠0  ισχύει :  α=β ⇔ α ν  = βν     και    α>β ⇔ α ν  > βν  
 

12)  Αν  α,β  οµόσηµοι  ,  τότε :  α<β ⇔ 
1

α
 > 
1

β
 

 

 

• Ορισµός :    |α| = 
 α      ,  αν  α  0

α     ,  αν  α  0

≥
− <





 
 

• Οι  ιδιότητες  των  απολύτων  τιµών  είναι  οι  εξής : 
 

1)  |α| ≥ 0 
 

2)  |α| ≥ α   και   |α| ≥ −α 
 

3)  α  α 22 =  .   Γενικότερα  ισχύει :     α  α
ν 2ν2 =     και    α

 α       ,  αν  α  0

α      ,  αν  α  0
ν

ν

ν

2 1
2 1

2 1

+
+

+=
≥

− <





 
 

4)  Αν  θ>0 ,  τότε :  |x|=θ ⇔ x=θ  ή  x= −θ 
 

5)  |x|=|α| ⇔ x=α  ή  x= −α 
 

6)  Αν  θ>0 ,  τότε : 
   θ θ  x  θ

   θ  x θ   ή   x  θ

| |

| |

x

x

≤ ⇔ − ≤ ≤
≥ ⇔ ≤ − ≥





 
 

• Για  το  άθροισµα ,  το  γινόµενο  και  το  πηλίκο  δύο  πραγµατικών  αριθµών  ισχύουν  οι  
εξής  ιδιότητες : 

 

1)  |α ⋅ β| = |α| ⋅ |β|         2)  
α

β

α

β
=          3)  |α + β| ≤ |α| + |β|         4)   α β  −  ≤ |α+ β| 

        

6)  ΑΠΟΛΥΤΕΣ  ΤΙΜΕΣ 
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Απόσταση  δύο  αριθµών  α,β  ονοµάζεται  το  µήκος  του  ευθύγραµµου  τµήµατος  που  
περικλείεται  από  τους  αριθµούς  α,β  στον  άξονα  των  πραγµατικών  αριθµών .  
Συµβολίζεται  µε  d(α,β)  ή  µε  d(β,α) ,  δηλαδή  ισχύει : 

 

d(α,β) ==== |α−−−−β| 
 

 
• Ορισµοί :  α =β ⇔ β2=α  ,  αν  = β ⇔ βν= α   ( α,β≥0  και  ν∈ N* ) 
 

• Για  τις  ρίζες  ισχύουν  οι  ακόλουθες  ιδιότητες : 
 

1)  Αν  α≥0  τότε :  ( )α α  ανν ν
ν

= =  

• Αν  ο  ν  είναι  άρτιος ,  τότε  η  α νν   ορίζεται  για  κάθε  α  και  είναι   α νν = |α|    
π.χ.  (  44 − = − =2 2 2)  

 

• Αν  ο  ν  είναι  περιττός ,  τότε  η  α νν   ορίζεται  µόνο  για  α≥0  και  είναι   α νν = 
α    π.χ.  3 355  =  

 

2)  Αν  α,β≥0  τότε :    i)  α   β α  βν ν ν⋅ = ⋅        ii)  
α

β

α

β

ν

ν
ν=    (β≠0) 

3)  Αν  α>β ⇔ α   βν ν>        
 

4)  Αν  α,β≥0  και  κ  θετικός  ακέραιος ,  τότε :  i)  ( )α ακν ν
κ

=   ii)  α  β  α  βνν ν⋅ = ⋅  
 

5)  Αν  α≥0  τότε :    i)  α ανμ μ  ν= ⋅        ii)  α αμ  ρν  ρ μν ⋅⋅ =  

6)  Αν  α>0 ,  µ  ακέραιος  και  ν  θετικός  ακέραιος ,  τότε  ορίζουµε :  α   α
μ

ν μν=  

Επιπλέον ,  αν  µ,ν  θετικοί  ακέραιοι  ορίζουµε :  0   0
μ

ν =  
 

 
• Ορισµός :  logα

xθ  α  θ= ⇔ =x   
 

• Για  τους  λογάριθµους  ισχύουν  οι  ακόλουθες  ιδιότητες : 
 

1)  logα
xα  = x         2)  α  θlog θα =         3)  logα1  = 0        4)  logα α  = 1 

 

5)  ( )log log logα 1 2 α 1 α 2θ   θ   θ θ⋅ = +         6)  ( )log log logα 1 2 α 1 α 2θ  : θ   θ θ= −   
 

7)  log logα
κ

αθ   κ  θ= ⋅         8)  log logα
κ

αx   
1

κ
 x=  

 

9)  Τύπος  αλλαγής  βάσης :  log
log

logβ
α

α

θ 
θ

β
=  

7)  ΑΠΟΣΤΑΣΗ  ∆ΥΟ  ΑΡΙΘΜΩΝ  

8)  ΡΙΖΕΣ  

9)  ΛΟΓΑΡΙΘΜΟΙ  
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Έχουν  τη  µορφή :  αx++++β====0  και  η  διερεύνησή  τους  είναι  η  εξής : 
 

• Αν  α≠≠≠≠0  ,  η  εξίσωση  έχει  µοναδική  λύση  την :  αx=−β ⇔ x=−
β

α
 

 

• Αν  α====0  και  β≠≠≠≠0  ,  η  εξίσωση  είναι  αδύνατη  (δηλαδή  δεν  έχει  λύση) . 
 

• Αν  α====0  και  β====0  ,  η  εξίσωση  είναι  ταυτότητα  ή  αόριστη  (δηλαδή  αληθεύει  για 
κάθε  πραγµατικό  αριθµό  x) . 

 

➤  Αν  η  εξίσωση  δίνεται σε  άλλη  µορφή  τότε  την  ανάγουµε  στη  µορφή  αx+β=0  µε  
απαλοιφή  παρονοµαστών - εκτέλεση  πράξεων - χωρισµό  γνωστών  από  αγνώστους  ή  
αναγωγή  οµοίων  όρων . 

 
 

 

1)  9 (8−x)−10 (9−x)−4 (x−1) = 1−8x ⇔ 72−9x−90+10x−4x+4 = 1−8x ⇔   

⇔ −9x+10x−4x+8x = −72+90−4+1 ⇔ 5x =15 ⇔ x = 
15

5
 ⇔ x = 3  

 

2)  
x

x

x

x

+
−

+
−
+

=
1

1

6

2
2    Πρέπει :  ( ) ( )x x

x

x

x

x
− ⋅ + ≠ ⇔

− ≠
+ ≠





⇔
≠
≠ −





1 2 0
1 0

2 0

1

2
     

     και

  
  

       και

  
  

 

x

x

x

x
x x

x

x
x x

x

x
x x

+
−

+
−
+

= ⇔ − ⋅ +
+
−

+ − ⋅ +
−
+

= − ⋅ + ⇔
1

1

6

2
2 1 2

1

1
1 2

6

2
2 1 2                ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )  

 

⇔ + ⋅ + + − ⋅ − = − ⋅ + ⇔              ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x x x x x x2 1 1 6 2 1 2  
 

⇔ + + + + − − + = + − − ⇔     x x x x x x x x x2 2 22 2 6 6 2 2 2( )  2    x x x x x2 24 8 2 4 2 4− + = + − − ⇔  
 

⇔ − + = − ⇔ − − = − − ⇔   2   2    4 8 4 4 4 8x x x x  − = − ⇔ = ⇔ = ⇔ =6 12 6 12
12

2x x x x         
6

    

 

 
Οι  µορφές  που  µπορεί  να  συναντήσουµε  είναι :  |f(x)| = α  (1)  ή  |f(x)| = |g(x)|  (2)  ή  
εξισώσεις  µε  δύο  απόλυτα  αλλά  όχι  της  µορφής  |f(x)| = |g(x)|  ή  µε  περισσότερα  από  
δύο  απόλυτα . 

➤  Για  τη  λύση  της  (1)  έχουµε : 
 Αν  α<0 ,  τότε  η  (1)  είναι  αδύνατη

 Αν  α 0 ,  τότε :  (1)  f(x)=α  ή  f(x)= α . . .≥ ⇔ −




 
 

Για  τη  λύση  της  (2)  έχουµε : g(x)=f(x)  ή  g(x)=f(x)  (2) −⇔  
 

1)  ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ  1ου  ΒΑΘΜΟΥ 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ  :  

2)  ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ  ΜΕ  ΑΠΟΛΥΤΑ 
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Για  τις  εξισώσεις  που  έχουν  δύο  απόλυτα  αλλά  δεν  είναι  της  µορφής  |f(x)|=|g(x)|  ή  
που  έχουν  περισσότερα  από  δύο  απόλυτα  συντάσσουµε  πίνακα  προσήµου  των  
απολύτων  και  εξετάζοντας  κάθε  διάστηµα  χωριστά  βρίσκουµε  τις  λύσεις  της  
εξίσωσης . 

 
 

 

1)       
       ή

  
  

       ή

  
  x x

x x

x x

x x

x x
− = + ⇔

− = +

− = − −





⇔
− = +

+ = − +





1 2 3
1 2 3

1 2 3

2 3 1

2 3 1
⇔

− =

= −





⇔
= −

= −







   4    ή

  
  

   4    ή

  

x

x

x

x3 2
2

3

 

2)         x x+ − − =2 2 1 1 
 

i)  Αν  x∈ (−∞ , −2)  η  εξίσωση  γράφεται :   
 

−(x+2)+2 (x−1) =1 ⇔ −x−2+2x−2 =1 ⇔ x=5    
 

     που  απορρίπτεται  αφού  x∈ (−∞ , −2) 
 

ii)  Αν  x∈ [−2 , 1)  η  εξίσωση  γράφεται :  (x+2)+ 

+2 (x−1) = 1 ⇔ x+2+2x−2 = 1 ⇔ x = 
3

1
  (δεκτή) 

iii)  Αν  x∈ [1 , +∞)  η  εξίσωση  γράφεται :  x+2−2x+2 = 1 ⇔ x = 3    (δεκτή) 

 

 
Έχουν  τη  µορφή :  αx2 +βx+γ ==== 0 , α≠≠≠≠0  και  για  τη  λύση  τους  έχουµε :     
 

 

∆ ==== β αγ2 −−−−4  
 

Η  εξίσωση  αx2+βx+γ=0 , α≠≠≠≠0 

 
αν  ∆ > 0   

 

έχει  δύο  ρίζες  πραγµατικές  και  άνισες  τις  x1 2, =
− ±β Δ

2α
 

 
αν  ∆ = 0   

 

έχει  µία  ρίζα  διπλή  την  x1 2, = −
β

2α
 

 

αν  ∆ < 0   
 

δεν  έχει  πραγµατικές  ρίζες  

 
 

 

1)  x2 −3x+2 = 0  Είναι :  ∆ = 9−8 = 1 > 0 ,  έχει  δύο  ρίζες  τις  x1
3 2

1
=

− − ±
=

( )  1

2
  

 

2)  x2 +10x+25 = 0  Είναι :  ∆ = 100−100 = 0 ,  έχει  µία  ρίζα  διπλή  την   x1 2

10
5, =

−
= −

2
 

 

3)  ( )x −2 2 +3x = 2 ⇔ x2−2x+4+3x−2 = 0 ⇔ x2 +x+2 = 0  Είναι : ∆ = 1−8 = −7 < 0 ,  αδύνατη  
 
Σηµείωση :  Όταν  β=0  ή  γ=0 ,  τότε  η  εξίσωση  αx2 +βx+γ=0  λύνεται  πιο  εύκολα  

χωρίς  τη  χρήση  της  διακρίνουσας .    

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ  :  

3)  ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ  2ου  ΒΑΘΜΟΥ 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ  :  



ΕΠΑΝΑΛΗΨΗ  ΒΑΣΙΚΩΝ  ΕΝΝΟΙΩΝ                                                                                         

ΤΜΗΜΑ   ΕΚ∆ΟΣΕΩΝ  ΦΡΟΝΤΙΣΤΗΡΙΩΝ  "ΑΝΟ∆ΟΣ" 

9 

• Αν  γ=0 ,  κάνουµε  παραγοντοποίηση . 
 

π.χ.  5x2 −2x = 0 ⇔ x (5x−2) = 0 ⇔ x=0  ή  5x−2 =0 ⇔ x=0  ή  x= 
2

5
  

  
 

• Αν  β=0 ,  λύνουµε  την  εξίσωση  ως  προς  x2  
 

π.χ.  2x2 −8 = 0 ⇔ 2x2  = 8 ⇔ x2  = 4 ⇔ x2  = ± 4  ⇔ x = ±2   

 

 
Έχουν  τη  µορφή :  αx4 +βx2 +γ ==== 0 , α≠≠≠≠0    και  λύνονται  µε  την  αντικατάσταση :  x2= y  ,  
y ≥ 0  
 

Να  λυθεί  η  εξίσωση :  x4 −5x2 +4 = 0 
 

Θέτουµε  x2 = y  ,  y ≥ 0 .  Οπότε  η  εξίσωση  γίνεται :  y2 −5y+4 = 0   µε   

∆ = 25−16 = 9  και  y y y1 2 1 2

5 3

2
4, =

±
⇔ = =

  
    και    1   (δεκτές)  

Αντικαθιστώντας  στον  µετασχηµατισµό ,  έχουµε :  
     x     ή  

    x    ή  

x x

x x

2

2

1 1 1

4 2 2

= ⇔ = = −

= ⇔ = = −





 

 

,  οπότε  οι  ρίζες  της  εξίσωσης  είναι :   x1  = 1  ,  x2  = −1  ,  x3  = 2   και   x4  = −2 . 

 

 
Έχουν  τη  µορφή :  x ν  α====   (ν∈ Ν* , α∈ℜ ) .  Οι  λύσεις  της  εξίσωσης  είναι : 
 
 

 
 

ν  περιττός 
 

έχει  ακριβώς  µια  λύση :     x xν ν α  α= ⇔ =  
 

 

ν  άρτιος 
 

έχει  ακριβώς  δύο  λύσεις :  x xν ν α  α= ⇔ = ±  
 

 

ν  περιττός 
 

έχει  ακριβώς  µια  λύση :     x xν ν α  α= ⇔ = − −  
 

 

ν  άρτιος 
 

δεν  έχει  λύσεις  (αδύνατη) 
 

 
 

1)  x x x x3 3 38 0 8 8 2+ = ⇔ = − ⇔ = − ⇔ = −              
 

2)  x6 3= −    αδύνατη 
 

3)  x x x x x x
x

x

x

x x

x

x
3 3 2

20 1 0
0

1 0

0

1 1

0

1
= ⇔ − = ⇔ − = ⇔

=
− =





⇔
=
= = −





⇔
=
= ±





     
    ή

  
   

    ή

   ή   
   

    ή

 
( )  

 

4)  ( )2 0 2 1 0
0

2 1 0

0
1

2

0

1

2

1

2

7 6

6 6
6 6

x x x
x

x

x

x

x

x x
− = ⇔ − = ⇔

=

− =





⇔
=

=






⇔

=

= = −






   x   

    ή

  
  

    ή
  

    ή

   ή    
 

 

4)  ∆ΙΤΕΤΡΑΓΩΝΕΣ  ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ  :  

5)  ∆ΙΩΝΥΜΕΣ  ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ  :  

α>0 

α<0 
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Μια  πολυωνυµική  εξίσωση  βαθµού ≥ 3  λύνεται  µε  τους  εξής  τρόπους : 
 

➤  Με  παραγοντοποίηση 
 

Να  λυθεί  η  εξίσωση :  x x x7 4 3 1+ − − =  0  
 

( ) ( ) ( ) ( )x x x x x x x x7 4 3 4 3 3 3 41 1 1 1 1+ − − = ⇔ + − + = ⇔ + − =  0    0     0 ⇔
+ =

− =





⇔  
      0

ή    0 

x

x

3

4

1

1
 

  

⇔
= −

=





⇔
= −

= ±





⇔
= −

=
  

      

ή    1 
  

      

ή    1 
  

      

ή    1 

x

x

x

x

x

x

3

4

1 1 1
 

 

➤  Με  σχήµα  Horner 
 

Να  λυθεί  η  εξίσωση :  x x x3 23 1− + +  = 0 
 

Οι  διαιρέτες  του  σταθερού  όρου  της  εξίσωσης  είναι :  +1 , −1 . 
Για  x=1  έχουµε :   1 3 1 1 1 1 3 1 1 03 2− ⋅ + + = − + + =       .  Άρα  το  1  είναι  ρίζα .  Οπότε : 

 

Άρα :  x x x3 23 1− + +  = 0 ⇔  ( ) ( )x x x− − −1 2 12 = 0 ⇔ 

⇔
=

− − = =





  
      1

ή    0 (Δ  

x

x x2 2 1 8)
 ⇔   

      1

ή    1

ή    1

x

x

x

=

= +

= −

2

2

 

 

➤  Αν  η  εξίσωση  δίνεται σε  άλλη  µορφή  (π.χ.  κλασµατική , άρρητη , τριγωνοµετρική  
κ.τ.λ.)  τότε  την  ανάγουµε  σε  πολυωνυµική  µε  απαλοιφή  παρονοµαστών  ή  ύψωση  
στην  κατάλληλη  δύναµη  ή  θέτοντας  τον  κατάλληλο  µετασχηµατισµό.  

 

 
Είναι  οι  εξισώσεις  που  περιέχουν  µια  τουλάχιστον  ρίζα . 
 

➤  Για  τη  λύση  τους  βάζουµε  περιορισµούς ,  υψώνουµε  διαδοχικά  σε  κατάλλη-λες  
δυνάµεις  µέχρι  να  οδηγηθούµε  σε  εξίσωση ,  την  οποία  λύνουµε  και  
προσδιορίζουµε  τις  ρίζες  της .  Τέλος  ελέγχουµε  αν  οι  ρίζες  ικανοποιούν  τους  
περιορισµούς. 

 
Να  λυθεί  η  εξίσωση :  2 3 2+ + =x   

 

Πρέπει :   
x

x

x
x

+ ≥

+ + ≥





⇒
≥ − 




⇒ ≥ −
3 0

2 3 0

3
3

  

   
  

  

ισχύει  πάντα  ως  άθροισμα  θετικών
   

 
 

Οπότε :  ( )2 3 2 2 3 2 2 3 4 3 4 2 3 2
2

2+ + = ⇔ + + = ⇔ + + = ⇔ + = − ⇔ + = ⇔x x x x x                
 

( )⇔ + = ⇔ + = ⇔ = − ⇔ = −          x x x x3 2 3 4 4 3 1
2

2   
 

που  είναι  δεκτή ,  αφού  ικανοποιεί  τον  περιορισµό . 

6)  ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ  ΒΑΘΜΟΥ  ν≥≥≥≥3 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ  :  

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ  :  

0      1    2    1 

1    2    1         

1ρ   1       1      3    1 

−−
−−

=−
 

7)  ΑΡΡΗΤΕΣ  ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ  :  
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Οι  µορφές  που  µπορεί  να  συναντήσουµε  είναι : 
   

➤  α  βf(x) g(x)====  .  Γράφουµε  το  β  σε  δύναµη  µε  βάση  το  α  (αν  γίνεται)  ή  λογαρι- 
θµίζουµε  και  τα  δύο  µέλη .   

 

 
 

1)  2 4 2 2 2 2 3 5 4
1

4

2 2 23 2 3 2 2 3 2 4x x x x x x x x x x x
x

x
− − − − − −= ⇔ = ⇔ = ⇔ − = − ⇔ − + = ⇔

=

=





         x  2x 4  x   0 
 ή

2 2( )   
  

2)  2 3 2 3 2 3 3 2 32 3 2 3x x x x x x− −= ⇔ = ⇔ − = ⇔ − = ⇔   log  log     x log   x log   3 2 2 2 2   

( )⇔ − = ⇔ =
−

  log   3   
3

log2

2

x x2 3
2 3

 

 

➤  (((( )))) (((( ))))f α  g αx x====  .  Θέτουµε  α x  = y > 0  και  καταλήγουµε  σε  απλή  εξίσωση  µε  άγνωστο  
το  y .  

 

Να  λυθεί  η  εξίσωση :  3 5 3 33 1x x x+ −+ ⋅ + − =  3   128x+1  
 

3 5 3 3 3 5 3
3

3
3 15 3

3

3
3 1x x x x x

x

x x

x

+ −+ ⋅ + − = ⇔ ⋅ + ⋅ ⋅ + − = ⇔ ⋅ + ⋅ + − = 3   128   3  3  3  128  27    3  128x+1 3 x x   

Θέτουµε  3x y=   και  έχουµε :  27y+15y+y−
y

3
 = 128 ⇔ 43y−

y

3
 = 128 ⇔ 

128

3
y = 128 ⇔ y = 3 

Αντικαθιστούµε  στο  µετασχηµατισµό  και  έχουµε :  3 3 3 3 11x x= ⇔ = ⇔ =      x   
  

➤  (((( )))) (((( ))))f α  g βx x====  .  ∆ηµιουργούµε  τη  δύναµη  
α

β









x

 ,  οπότε  αναγόµαστε  στη  προη-

γούµενη  µορφή .  
 

Να  λυθεί  η  εξίσωση :  3 2 5 6 54 1 2 3  2     x⋅ − = − ⋅− − − −x x x  
 

3 2 5 6 54 1 2 3  2      x⋅ − = − ⋅ ⇔− − − −x x x  3
2

2 2

5

5
6

5

5
2

3

16

1

2
5

1

25

6

1254 2 3 
2

     
xx x x

x x− = − ⇔ −






 = −







 ⇔   

⇔






 = ⇔







 =







 ⇔ = 

5

16

625
 

5

2

5
  

2 2
4

4x x

x  
  

 

 
Για  να  λύσουµε  λογαριθµικές  εξισώσεις  βάζουµε  περιορισµούς  (λογαριθµίσιµες  
ποσότητες > 0)  και  εφαρµόζοντας  τις  ιδιότητες  των  λογαρίθµων  γράφουµε  συνήθως  την  
εξίσωση  στη  µορφή  log ( ) log ( )α α  f x g x=   απ΄ όπου  προκύπτει  f(x) = g(x) .  
  

Να  λυθεί  η  εξίσωση :  log (3 ) log ( ) log5 5 52 1 2x x+ − + =   
 

Πρέπει  :  3x+2>0 ⇔ x>−
2

3
  και  x+1>0 ⇔ x>−1 ,  οπότε  τελικά :  x>−

2

3
  και  συνεπώς 

log ( ) log ( ) log log log5 5 5 5 53 2 1 2
3 2

1
2

3 2

1
2 3 2 2 1x x

x

x

x

x
x x x+ − + = ⇔

+
+

= ⇔
+
+

= ⇔ + = + ⇔ =           0  δεκτή  

8)  ΕΚΘΕΤΙΚΕΣ  ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ  :  

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ  :  

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ  :  

9)  ΛΟΓΑΡΙΘΜΙΚΕΣ  ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ  :  
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1)  Να  λυθούν  οι  εξισώσεις :  

 

i x x x x

ii x x

) ) ( ) ( ) ( )

) ( )

    (     

      

+ − = − +

− + − =

1 4 2 1

1 1 0

2 2

3 2

                   
v x

x

vi x x x x

)

) ( ) ( )

     2x  

       

− −






 =

−
+

− − − = −

15

9
5

6

3
7

2 4 12

 

 

iii
x x x x

iv
x

x x x

x

x

)

)
( )

   

  

2 7

4

2 5

3

2

4

2

2

2 1 1

12 2

+
−

+
=

−
−

+

+
−

− =
−

                     

vii x x x

viii x x

) ( ) ( )

) ( )

    λ    λ λ

  λ  λ 

2 2

2

1 3 4

2 2

+ + = − −

= + −
 

 
2)  Να  λύσετε  τις  εξισώσεις :  
 

i x x x x
x

x x

x x x x x
x x

x x

) | | | | | | | |
| |

| |

| | | | | | | | |
| |

| |

   |3x    iii)  |          v)    

ii)  |          iv)  2   vi)  

− = + + + − − =
+
−

=

+ + − = − + − − =
+

−
=

1 2 1 4 2 2 2
1

3

2 2 3 1 3 5 1 0
2

4 3

5

11

2

2

 

 
3)  Να  λυθούν  οι  εξισώσεις :  
 

i

ii x

iii x

iv x

)

)

)

)

    2x 18  

   x  

  2x   

  x   

2

2

2

2

− =

+ =

− + =

+ + =

0

3 0

5 4 0

3 0

                                                

v x

vi

vii x x

viii
x

) ) (2 )

)

) ) (2 )

)

     (3x    

    2x 3x   
19

16

   (2   

  
x

3
  

2 2

2

2

− + =

+






 − −







 =

− − − =

− = −

1 1 6

1

2

3

4

1 3 1 0

2

1

6

 

 
4)  Να  λυθούν  οι  εξισώσεις :  
 

i
x x x x

ii
x

x

)

)

    
2

x

x
  0

   
x

x
  

89x

72

2

2

−
−

−
+

−
+

=

−
+

+
=

4

1

2

4

2

1

1

2 2

2                         

iii x

iv x

)

)

  x   

  18x   

4

4

+ − =

− + =

2

2

20 0

11 1 0

 

 
5)  Να  λύσετε  τις  εξισώσεις :  
 

i x

x
x

)   x  iii)  x  v)   x

ii)  3x               iv)  x              vi)  2 x                   

4 3 4

5 5 3

− = = = −

+ = = − =

27 0 64 2

2 0 32
2
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6)  Να  λύσετε  τις  εξισώσεις :  
 

i x x

ii x x x

iii x x x

iv x x

)

)

)

)

    6x   

   4x   

  x   

  3x   

3

4

4

3

− + − =

+ + − − =

− + − + =

− − + =

2

3 2

3 2

2

2 3 0

12 3 9 10 0

5 8 7 3 0

8 16 16 0

                            

( ) ( )

v x

vi x x

vii x x

viii

)

)

)

)

     2x +5x   

    x 4x   

   2x 3x 5x   

  2x 1 2x 1   

4 3

4 3

5 4 3

− − =

− + − + =

− − + + − =

+ + + + =

5 2 0

5 4 1 0

5 3 2 0

9 8 0

2

2

6 3

 

 
7)  Να  λύσετε  τις  εξισώσεις :  
 

( )
i

x
x

x x

ii
x

iii x

)

)
( )

)

    
3 x

  

   
x

x
  

  x+3

2

2

2

3

+
−

+ =
−

−

+
−

−
=

= −

1

2

9

2
2

1 1

1
0

3

2 3

2                             

iv x

v x

vi

)

)

)

  + x   1

   8x   

  2ημ x ημ x 5ημx   

24

3 2

2 1

1 2

3 0

− =

− =

+ + − =

 

 
8)  Να  λύσετε  τις  εξισώσεις :  
 

i x x x

x x x

x x x

)     iv)  3  vii)   x

ii)   3x+1 v)   5x 2               viii)   

iii)                vi)  x ix)    2 3x  λ

232 1 3 2 2 1 0

2 2 1 1 1

4 2 0 12

− = − + = =

= − − = − − =

− + + = = − = −

                             

 
9)  Να  λύσετε  τις  εξισώσεις :  
 

i x x x

x x x

x x x x

)    4   1024 iv)  5   5   5   515

ii)   3 v)     4   9     6

iii)    3   9   207                   vi)  3   3

x 1 x

x x

2x x

2 − + − − −

−

− − + − +

= − ⋅ + ⋅ =

+ = ⋅ + ⋅ = ⋅

⋅ + ⋅ = − = +

5 11 2

1 2 3 1 1 3

2 4

3
10

3
2 3 5

7 2 2 2

                             

 
10)  Να  λύσετε  τις  εξισώσεις :  
 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

i

x

x

x x

) log log

log log log

log log log log

    x log5  x iv)  log 2 +6  2  1

ii)   log 2x 7 3x 4  v)   log x+1   2

iii)  log 4x 1    x 1            vi)  3   

5
x x

2

− + = − ⋅ =

− + + = + =

− − = − + =

−

−

1 2 6

16 2 5

2 2 3 102
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Έχουν  τη  µορφή : αx++++β > 0 (1)  ή  αx++++β < 0  και  η  διερεύνησή  τους  είναι  η  εξής : 
 

• Αν  α>0  η  (1)  δίνει :  x > −
β

α
   (διαιρούµε  µε  το  α>0) 

 

• Αν  α<0  η  (1)  δίνει :  x < −
β

α
   (διαιρούµε  µε  το  α<0) 

 

• Αν  α====0  η  (1)  γράφεται :  0 x > −β  και  
 

• αληθεύει  για  κάθε  τιµή  του  x ,  αν  β>0 
 

• είναι  αδύνατη  αν  β ≤ 0 
 

• Οµοίως  εργαζόµαστε  και  για  την  ανίσωση  αx+β<0 
 
➤  Αν  η  ανίσωση  δίνεται σε  άλλη  µορφή  τότε  την  ανάγουµε  στη  µορφή  αx+β>0  (ή  

αx+β<0)  µε  εκτέλεση  πράξεων - χωρισµό  γνωστών  από  αγνώ-στους  ή  αναγωγή  
οµοίων  όρων . 

 
Να  λυθεί  η  ανίσωση :  4 1 3 22 2 2   3 ( ) ( ) ( )y y y+ − + < −  

 
4 1 3 2 4 2 1 6 9 4 42 2 2 2 2 2   3      3  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )y y y y y y y y y+ − + < − ⇔ + + − + + < − + ⇔ 
 

⇔ + + − − − < − + ⇔ + − < − + ⇔   3   3   3  4 8 4 6 9 12 12 2 5 12 122 2 2 2 2y y y y y y y y y y  14 17
17

y y     
14

 < ⇔ <  

 

 
Οι  µορφές  που  µπορεί  να  συναντήσουµε  είναι :  |f(x)| < α  (1)  ή  |f(x)| > α  (2)  ή        |f(x)| 
< |g(x)|  (3)  ή  ανισώσεις  µε  δύο  απόλυτα  αλλά  όχι  της  µορφής  |f(x)| < |g(x)|  ή  µε  
περισσότερα  από  δύο  απόλυτα . 

➤  Για  τη  λύση  της  (1)  έχουµε :  
 Αν  α 0 ,  τότε  η  (1)  είναι  αδύνατη

 Αν  α 0 ,  τότε :  (1)  α < f(x) < α

≤
> ⇔ −





 
 

Για  τη  λύση  της  (2)  έχουµε :  
 Αν  α 0 ,  τότε  η  (1)  είναι  ταυτότητα

 Αν  α 0 ,  τότε :  (1)  f(x) > α  ή  f(x) < α

<
> ⇔ −





 
 

Για  τη  λύση  της  (3)  έχουµε :  f x g x f x g x( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2< ⇔ < ⇔   . . . 

 

Για  τις  ανισώσεις  που  έχουν  δύο  απόλυτα  αλλά  δεν  είναι  της  µορφής  |f(x)|<|g(x)|  
ή  που  έχουν  περισσότερα  από  δύο  απόλυτα  συντάσσουµε  πίνακα  προσήµου  των  
απολύτων  και  εξετάζοντας  κάθε  διάστηµα  χωριστά  συναληθεύουµε  τις  λύσεις .  
Τέλος  η  λύση  της  ανίσωσης  είναι  η  ένωση  των  επιµέρους  συναληθεύσεων . 

1)  ΑΝΙΣΩΣΕΙΣ  1ου  ΒΑΘΜΟΥ 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ  :  

2)  ΑΝΙΣΩΣΕΙΣ  ΜΕ  ΑΠΟΛΥΤΑ 
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1)  |x−1| < 2 ⇔ −2 < x−1 < 2 ⇔ −2+1 < x < 2+1 ⇔ −1 < x < 3 
 
2)  |x+2| > 3 ⇔ x+2 < −3  ή  x+2 > 3 ⇔ x < −5  ή  x > 1 
 

3)  |2x+1| > 2 |x+3| ⇔ |2x+1| 2 > 4 |x+3| 2 ⇔ (2x+1) 2 > 4 (x+3) 2 ⇔ ( )4 4 1 4 6 92 2x x x x− + ≤ + +    ⇔ 
 

 ⇔ 4 4 1 4 24 362 2x x x x− + ≤ + +   ⇔  −4x−24x ≤ 36−1 ⇔ −28x ≤ 35 ⇔ x ≥ −
35

28
 ⇔ x ≥ −

7

4
 

 
4)  −3|x+2|+|x−1| < x−3 
 

i)  Αν  x∈ (−∞ , −2)  η  ανίσωση  γράφεται :   
 

3(x+2)−(x−1) < x−3 ⇔ 3x+6−x+1 < x−3 ⇔  
 

⇔ 3x−x−x < −3−6−1 ⇔ x < −10 ,  οπότε   
 

συναληθεύοντας  παίρνουµε :   x∈ (−∞ , −10) 
 

ii)   Αν  x∈ [−2 , 1]  η  ανίσωση  γράφεται :   

−3(x+2)−(x−1) < x−3 ⇔ −3x−6−x+1 < x−3 ⇔ −3x−x−x < −3+6−1 ⇔ −5x < 2 ⇔ x > −
2

5
         

,  οπότε  συναληθεύοντας  παίρνουµε :   x∈ −







2

5
1  ,   

 

iii)  Αν  x∈ (1 , +∞)  η  ανίσωση  γράφεται :   

−3(x+2)+(x−1) < x−3 ⇔ −3x−6+x−1 < x−3 ⇔ −3x+x−x < −3+6+1 ⇔ −3x < 4 ⇔ x > −
4

3
         

,  οπότε  συναληθεύοντας  παίρνουµε :   x∈ (1 , +∞) 

Άρα  οι  λύσεις  της  ανίσωσης  είναι :   x∈ (−∞ , −10)  ή  x∈ −







2

5
1  ,   ή  x∈ (1 , +∞)   

,  δηλαδή  τελικά :   x∈ (−∞ , −10)  ή  x∈ − + ∞








2

5
  ,  

 

 
 

∆ ==== β αγ2 −−−−4  
 

Το  πρόσηµο  του  τριωνύµου   f(x) ==== αx2+βx+γ   είναι : 

 
 
 

αν  ∆ > 0 
 
 
   

 

 

οµόσηµο  του  α  εκτός  των  ριζών  και  ετερόσηµο  του  α  εντός 
των  ριζών 

 

οµόσηµο               ετερόσηµο               οµόσηµο 
                       του  α                      του  α                       του  α 
               −∞                 x1                               x2                +∞ 

 
αν  ∆ = 0   

 

 

οµόσηµο  του  α  για  κάθε  x∈ℜ− {ρίζα}  

 

αν  ∆ < 0   
 

οµόσηµο  του  α  για  κάθε  x∈ℜ    

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ  :  

3)  ΑΝΙΣΩΣΕΙΣ  2ου  ΒΑΘΜΟΥ 
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1)  3x2 +5x−2 ≥ 0   Είναι :  ∆ = 25+24 = 49  και  x x x1 2 1 2

5

6

1
2, =

− ±
⇔ = = −

  7
 
3

   και     ,  οπότε :  
    

 
 

   Άρα :   x∈ (−∞ , −2] ∪  
1

3
  , + ∞






  

 
 

2)  x2 +2x+1 > 0   Είναι :  ∆ = 4−4 = 0  και  x1 2

2

2
1, =

−
= −  ,  οπότε  το  τριώνυµο  είναι  θετικό  (αφού  

α>0)  για  κάθε  x∈ℜ− {−1}.  Άρα  τελικά  x∈ℜ− {−1}  ή  x∈ (−∞,−1)∪ (−1,+∞) . 
 

3)  x2 −2x+1 ≤ 0   Είναι :  ∆ = 4−4 = 0  και  x1 2

2

2
1, = −

−
=  ,  οπότε  το  τριώνυµο  είναι  θετικό  (αφού  

α>0)  για  κάθε  x∈ℜ− {1}.  Άρα  η  ανίσωση  αληθεύει  µόνο  για  x = 1 ,  όπου  ισχύει  το  ίσον . 

  

 
➤  Μεταφέρουµε  όλους  τους  όρους  στο  πρώτο  µέλος ,  αναλύουµε  σε  γινόµενο  το  1ο  

µέλος  (µε  παραγοντοποίηση  ή  σχήµα  Horner)  και  κάνουµε  πίνακα  προσήµου  
γινοµένου .  Τέλος  βρίσκουµε  τα  κατάλληλα  διαστήµατα .  

 
Να  λυθεί  η  ανίσωση :  2 3 25 4 3x x x x− + −  ≤ 0 

 

2 3 25 4 3x x x x− + −  ≤ 0 ⇔ ( )x x x x 2 3 2 14 3 2− + −  ⇔  µε  σχήµα  Horner ⇔  
⇔ x (x−1) (x2 −x+1) (2x+1) ≤ 0 ⇔ (x−1) (x2 −x+1) (2x2 +x) ≤ 0 
 

• Για  το  τριώνυµο   x2 −x+1   είναι :  ∆ = 1−4 = −3 < 0 ,  οπότε  επειδή  α = 1 > 0  ισχύει    x2 −x+1 
> 0   για  κάθε  x∈ℜ  .  

 

• 2x+1 = 0 ⇔ 2x = −1 ⇔ x = −
1

2
  

 

• Τέλος :  x−1 = 0 ⇔ x = 1  
 
Οπότε  κάνοντας  τον  πίνακα  προσήµου  γινοµένου ,  σύµφωνα  µε  τα  παραπάνω ,  έχουµε :  
 

 
 
 
Όπως  φαίνεται  και  από  τον  διπλα-νό  
πίνακα  η  ανίσωση : 
2 3 25 4 3x x x x− + −  ≤ 0  αληθεύει  όταν   

x∈ −∞ −





  ,
1

2
∪ [0,1] .  

 
 

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ  :  

4)  ΑΝΙΣΩΣΕΙΣ  ΒΑΘΜΟΥ  ν≥≥≥≥3 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ  :  



ΕΠΑΝΑΛΗΨΗ  ΒΑΣΙΚΩΝ  ΕΝΝΟΙΩΝ                                                                                         

ΤΜΗΜΑ   ΕΚ∆ΟΣΕΩΝ  ΦΡΟΝΤΙΣΤΗΡΙΩΝ  "ΑΝΟ∆ΟΣ" 

17 

 
Υπάρχουν  δύο  µορφές  στις  κλασµατικές  ανισώσεις : 
 

➤  Της  µορφής :  
Α(x)

B(x)
>0  ή  

Α(x)

B(x)
<0    που  γράφεται  ισοδύναµα  Α(x) ⋅ Β(x) > 0  ή  Α(x) 

⋅ Β(x) < 0  (όπου  Β(x)≠0)  και  αυτό  γιατί  το  πηλίκο  και  το  γινόµενο  δύο  αριθµών  
έχουν  το  ίδιο  πρόσηµο .   

 

Να  λυθεί  η  ανίσωση :  
x x

x x

2

2

10 21

5 4

− +
− +

 < 0 
 

Η  ανίσωση  γράφεται :  
x x

x x

2

2

10 21

5 4

− +
− +

 < 0 ⇔ ( ) ( )x x x x2 210 21 5 4− + − +  < 0  
 

• Για  το  τριώνυµο   x2 −10x+21   είναι :  ∆ = 100−84 = 16 ,  οπότε  x1 2

10
, =

±
⇔

  4

2
 x1 7=  

και    3x2 =   

• Για  το  τριώνυµο   x2 −5x+4   είναι :  ∆ = 25−16 = 9 ,  οπότε  x1 2

5
, =

±
⇔

  3

2
 x1 4=  

και    1x2 =  
 

Οπότε  κάνοντας  τον  πίνακα  προσήµου  γινοµένου ,  έχουµε :  
 

 
 
 

 
Άρα  τελικά : 
 

x∈ (1,3)∪ (4,7) 
 
 
 
 

➤  Της  µορφής :  
Α(x)

B(x)
 > Γ(x)  γράφεται :  

B(x)

Α(x)  − Γ(x) > 0 ⇔ 
Α(x) B(x)  Γ(x)

B(x)

− ⋅
 > 0 ⇔ 

 

⇔ [ ]Α(x) B(x)  Γ(x)   B(x)− ⋅ ⋅ > 0  και  λύνεται  όπως  η  προηγούµενη  περίπτωση . 
 

∆ηλαδή  µεταφέρουµε  το  Γ(x)  στο  πρώτο  µέλος  τα  κάνουµε  οµώνυµα  και  
αναγόµαστε  σε  γνωστή  µορφή . 

 

Να  λυθεί  η  ανίσωση :  
x

x x−
−

+1

2

1
 ≤ 

8

12x −
 

 

Η  ανίσωση  γράφεται :  
x

x x−
−

+1

2

1
 ≤ 

8

12x −
 ⇔ 

x

x x−
−

+1

2

1
 − 

8

12x −
 ≤ 0 ⇔  

 

⇔ 
x

x x−
−

+1

2

1
 − ( ) ( )

8

1 1x x− + 
 ≤ 0 ⇔ ( ) ( )

x x x

x x

( ) ( )+ − − −
− +
1 2 1 8

1 1 
 ≤ 0 ⇔ 

x x x

x

2

2

2 2 8

1

+ − + −
−

 ≤ 0 ⇔  
 

⇔ 
x x

x

2

2

6

1

− −
−

 ≤ 0 ⇔ ( ) ( )x x x2 26 1− − −  ≤ 0 

5)  ΚΛΑΣΜΑΤΙΚΕΣ  ΑΝΙΣΩΣΕΙΣ 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ  :  

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ  :  
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• Για  το  τριώνυµο   x2 −x−6   είναι :  ∆ = 1+24 = 25 ,  οπότε  x1 2

1
, =

±
⇔

  5

2
 x1 = 3 

και    x2 2= −  
 

• x2 −1 = 0 ⇔ (x−1) (x+1) = 0 ⇔ = = −x x1 21    και    1 
 

Οπότε  κάνοντας  τον  πίνακα  προσήµου  γινοµένου ,  έχουµε :  
 

 
 
 
 
 
Άρα  τελικά : 
x∈ [−2,−1]∪ [1,3
]  

 
 

 

 
Είναι  οι  ανισώσεις  που  περιέχουν  µια  τουλάχιστον  ρίζα . 
 

➤  Για  τη  λύση  τους  βάζουµε  περιορισµούς ,  υψώνουµε  διαδοχικά  σε  κατάλλη-λες  
δυνάµεις  µέχρι  να  οδηγηθούµε  σε  ανίσωση ,  την  οποία  λύνουµε  και  
προσδιορίζουµε  τις  ρίζες  της .  Τέλος  κάνουµε  συναλήθευση  της  λύσης  µε  τους  
περιορισµούς. 

 
Να  λυθεί  η  εξίσωση :  9 5− > −x x  
 

Πρέπει :   
9 0

5 0

9

5

− ≥
− ≥





⇒
≤
≥

x

x

x

x

  

   

  

  
           Άρα :  5 ≤ x ≤ 9  ή  x∈ [5,9] .     Οπότε : 

 

( ) ( )9 5 9 5 9 5 2 14 7
2 2

− > − ⇔ − > − ⇔ − > − ⇔ < ⇔ <x x x x x x x x       
 

και  κάνοντας  συναλήθευση  µε  τον  περιορισµό  έχουµε :  x∈ [5,7) . 
 

 
➤  Για  την  επίλυση  των  εκθετικών  ανισώσεων  εργαζόµαστε  όπως  στις  εκθετι-κές  
εξισώσεις .  Έτσι  καταλήγουµε  στην  επίλυση  ανισώσεων  της  µορφής :  α  αf(x) g(x)>>>>  .  
Τότε  αν :    

•   α>1  έχουµε :  α  αf(x) g(x)> ⇔ f(x) > g(x)     
 

•   0<α<1  έχουµε :  α  αf(x) g(x)> ⇔ f(x) < g(x) 
  

 
 

1)  2 8 2 2 2 2 2 6 2 6
2 22 2 2 3 2x x x x x x x x x− − − −< ⇔ < ⇔ − < − ⇔ − < − ⇔ − − + < ⇔      x  3(x   x  3x   x 3x   0 

2>1
2 2 2( ) )   

⇔ − + < ⇔ ∈ x   0 2 5 6 2 3x x ( , )  

6)  ΑΡΡΗΤΕΣ  ΑΝΙΣΩΣΕΙΣ 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ  :  

7)  ΕΚΘΕΤΙΚΕΣ  ΑΝΙΣΩΣΕΙΣ 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ  :  
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 2) 3 3 3 32 2x x+ ≤ ⋅ ⇔ − ⋅ + ≤−  28  3   28  
3

3
  0x 1

x

 .  Θέτουµε  3x y=  > 0  και  έχουµε : 

y y x2 2 1 2
3 1

3
3 3 9

1

3
9 3 3 3 1− + ≤ ⇔ − + ≤ ⇔ ≤ ≤ ⇔ ≤ ≤ ⇔ − ≤ ≤−

>28
 y   0  28 y   0   y          x  2     

 

 
➤  Για  την  επίλυση  των  λογαριθµικών  ανισώσεων  εργαζόµαστε  όπως  στις λογα-
ριθµικές εξισώσεις . Έτσι  καταλήγουµε  στην  επίλυση  ανισώσεων  της  µορφής :  
log f(x)  log g(x)α α>>>>  .  Τότε  αν :    

•   α>1  έχουµε :  log f(x)  log g(x)α α>  ⇔ f(x) > g(x)     
 

•   0<α<1  έχουµε :  log f(x)  log g(x)α α>  ⇔ f(x) < g(x) 
 

Να  λυθεί  η  εξίσωση :  ( )log log1
5

1
5

3 2 3x + ≤  2x  
 

Η  ανίσωση  γράφεται :  ( )log log1
5

1
5

2 23 2 3 3 2 3x x x x+ ≤ ⇔ + ≤        αφού  0 < 
1

5
  <







1  .  

Θέτουµε  3x = y > 0 ,  οπότε :  y+2 ≥ y2  ⇔ y2−y−2 ≤ 0 ⇔ 0 < y ≤ 2 .  Και  τελικά : 
0 < y ≤ 2 ⇔ 0 < 3x ≤ 2 ⇔ 3x ≤ 2 ⇔ log3 3x ≤ log3 2 ⇔ x log3 3 ≤ log3 2 ⇔ x ≤ log3 2  

 
 

 
1)  Να  λυθούν  οι  ανισώσεις :  

 

i
x x x x x x

x x x

x x x x x x

)

( ) (2 )

                              iv)    

ii)   (x+2)  v)   (2x+1)   

iii)  x vi)   

2 3

−
−

−
≥ +

− +
+ ≤

−
+

−







− − < + − > −

−
−

>
−

−
− −

−
+

>
−

+

3

2

4

3
1

3

4

5

6
2

1

2

1

2

1

3

2 0 1 16 12

2

2

1

2

3

4

2 1

3

5 2

12

3

4
1

2 3 3  

 
2)  Να  βρείτε  τις  τιµές  του  x  για  τις  οποίες  συναληθεύουν  οι  ανισώσεις : 
 

i

x x x

x x x

x x x

x x x x

)
( ) ( )

(2 ) ( ) ( )

  
     και               

ii)  
       και

   

+
+

−
−

+
>

−
− <

−









− + ≤ − −

− + + ≥ −









5

3

2

7

1

6
0

2 5

4 3

2 2

12

27 1 7
11

2
5 2

1 2 5 32 2

 

 

8)  ΛΟΓΑΡΙΘΜΙΚΕΣ  ΑΝΙΣΩΣΕΙΣ 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ  :  
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3)  Να  λυθούν  οι  ανισώσεις :  
 

i x x x x x

x x
x

x x

x x

x x x x x x

) | | | | | | |

| | | |
| | |

| | | |

| | | |

| | | |

    |3x  iv)  3          vii)   |3   3 |

ii)   
  

       v)   1  |x   viii)    

iii)  2    vi)  x   ix)    
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4)  Να  λυθούν  οι  ανισώσεις :  
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5)  Να  λυθούν  οι  ανισώσεις :  
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6)  Να  λυθούν  οι  ανισώσεις :  
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7)  Να  λυθούν  οι  ανισώσεις :  
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8)  Να  λυθούν  οι  ανισώσεις :  
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9)  Να  λυθούν  οι  ανισώσεις :  
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1)  Τριγωνοµετρικές  ταυτότητες 

2)  Τριγωνοµετρικοί  αριθµοί  1ου  τεταρτηµορίου 

3)  Αναγωγή  στο  1ο  τεταρτηµόριο 
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Να  λυθεί  η  εξίσωση :  συν 5x  ημ3x+
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Να  λυθεί  η  εξίσωση :  3  εφ x 2 εφx 3  02 + − =  
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4)  Τριγωνοµετρικές  εξισώσεις 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ  :  

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ  :  

5)  Tριγωνοµετρικοί  αριθµοί  αθροίσµατος  γωνιών 
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Προσοχή  :  Οι  τύποι  αυτοί  εκφράζουν  και  τη  σχέση  ανάµεσα  στο  τόξο  και  στο  µισό  
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6) Tριγωνοµετρικοί  αριθµοί  της  γωνίας  2α 

6)  Tύποι  αποτετραγωνισµού 

7)  Tύποι  µετασχηµατισµού  γινοµένου  σε  άθροισµα 

8)  Tύποι  µετασχηµατισµού  αθροίσµατος  σε  γινόµενο 
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